Section Mechanics of Fluid T 219

* ZAMM 64, T 219 —-T 221 (1984)

I. REHBERG

Eine stromungsakustische Spitzenkatastrophe

Die Zieh- und Hystereseerscheinungen einer transsonischen Pfeife lassen sich durch eine nichtlokale Differential-
gleichung modellieren. Dabei liefert die Spitzenkatastrophe ein adiquates Bild zur Beschreibung der Hysterese.

Die selbsterregten Strémungsschwingungen hinter einer unstetigen Querschnittserweiterung stellen eines der
meistuntersuchten Schallquellen im transsonischen Bereich dar [1]. Bild 1 zeigt den prinzipiellen Aufbau. Wesentlich
fir die vorliegende Untersuchung ist, daB die Lénge I des Kanals stromabwirts der unstetigen Querschnittserwei-
terung stufenlos verdndert werden kann. Der zweite stetig verdnderliche Parameter ist der Druck am EinlaB des
Kanals. Der abgestrahlte Schall wird mit einem Mikrophon aufgenommen, mit einer Frequenz von 50 KHz digitali-
siert und einem Experimentrechner mit Arrayprozessor zugefiihrt. Eine genauere Beschreibung des experimentellen
Aufbaus findet sich in [2].

Bild 2 zeigt das Ergebnis einer Messung bei konstantem Druck. Hier sind Frequenz und Amplitude des abge-
strahlten Schalls gegen die Linge I aufgetragen. Diese beiden MefigroBen werden durch eine diskrete Fourieranalyse
(FFT) aus dem Mikrophonsignal extrahiert. Einem einzelnen MeBpunkt liegen 1024 Daten zugrunde, also eine Mef3-
zeit von 20 msek. Wihrend des Experiments wird die Léange ! des Resonators stetig durch einen Motor verindert mit
elner GGeschwindigkeit von etwa 1 mm/sek. Bei der Lénge 160 mm erfolgte die Léngendnderung in beide Richtungen,
um die hier auftretende Hysterese deutlich zu machen. So erklirt sich die Héufung der MeBpunkte in diesem Be-
reich. Die Amplitudenachse ist linear in willkiirlichen Einheiten skaliert.

Die Interpretation von Bild 2 geht dahin, daB ein selbsterregter Schwinger mit einer Frequenz von etwa
3 Khz durch das Rohr, den Resonator, nur in gewissen Grenzen beeinflult werden kann. Fiir den Oszillator existiert
ein quantitatives Modell, welches die entstehenden Schwingungen als Folge einer Riickkopplung zwischen dem
Stofenddruck und dem Totwasserdruck beschreibt [3]. Ausgangspunkt meiner Modellierung ist nun der Wunsch,
den Resonator in das vorhandene Modell zu integrieren. Der Modellierung des Resonators liegt dabei folgender
Gedanke zu Grunde: Vom schwingenden Stof geht eine Druckwelle aus, die sich als Schallwelle durch das Rohr
fortpflanzt und am offenen Ende reflektiert wird. Sie gelangt bis ins Totwasser und iiberlagert sich dem dort herr-
schenden Druck, wechselwirkt also nach einer gewissen Lauf#eit mit ihrer Entstehungsursache.

Es wird numerisch untersucht, wie ein Lauizeitglied einen selbsterregten Schwinger beeinfluBt. Die einfachste
Gleichung dieser Art kénnte also lauten:

A"(t) + m(A%(t) — 1) A(t)" + A(t) + cA(t — £2) = 0. (1)

Man sollte in diesem Ausdruck die Van der Pol-Gleichung, die einfachste selbsterregte Schwingungsgleichung, und
den Laufzeitterm zur Beschreibung des Resonators erkennen. Der Faktor ¢ ist ein MaB fiir den Grad der Schallreflek-
tion am offenen Rohrende. Obige Gleichung wird in [2] diskutiert. In dieser Schrift soll Jedoch ein anderer Schwinger
herangezogen werden, der durch

A - A — 1) + A%8) =0 (2)

beschrieben wird. Diese nichtlokale Differentialgleichung fiihrt fiir £1 > 7/2 zu selbsterregten Schwingungen mit
endlicher Amplitude [2]. ’

Bild 3 zeigt: den EinfluB der Laufzeit {2 auf diesen Schwingungstyp. Es wurde also
A'(E) + A(t —t1) 4 A3(t) + cA(t —12) = 0 (3)

numerisch integriert. ¢2 ist zunéchst 0. Die Integration wird so lange fortgesetzt, bis sich Frequenz und Amplitude
des Schwingungsvorgangs hinreichend stabilisiert haben. Dann wird {2 erhoht und so weiter. Die so gewonnenen
Werte sind mit durchgezogenen Linien verbunden. Vom Wert {2 — 40 ab wird die Verzégerungszeit dann schritt-
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weise verkleinert (gestrichelte Linien). Das Bild 3 zeigt im Vergleich zur Messung 2 qualitative Ubereinst-immungen:

a) Bei kleinen Werten von 2 (kleinen 1) kann die Schwingung zum Erliegen kommen. b) Bei groBlen Werten von
t2 (groflen 1) tritt Hysterese auf.

Diese Hysterese ist der Gegenstand der beiden letzten Bilder. Setzt man in der Gleichung 3 ¢ = 0, werden
Frequenz und Amplitude des Schwingers nicht mehr von 2 beeinflu [it, es tritt also auch keine Hysterese mehr auf.
Wie dieser ﬁberga.ng vonstatten geht, sieht man im Bild 4, wo der Verlauf der Frequenz fiir drei verschiedene c-
Werte gezeichnet ist. Der Hysteresebereich bei t2 = 7 ist fiir ¢ — +0,8 noch gut erkennbar, fiir ¢ = 40,5 recht
schmal und fiir ¢ = +0,2 verschwunden: Die Frequenzkurve verliuft hier stetig. Dieses Verhalten ist im Experi-
ment nachvollziehbar, wenn man das Reflektionsvermégen des Rohrendes verringert [2].

Die Verzweigungslinien fiir einen Ubergang sind im Bild 5 gezeichnet. Der unstetige Sprung zu héheren Fre-
quenzen bei Erh6hung von ¢2 ist durch Kreuze, der unstetige Sprung zu tiefen Frequenzen durch Kreise gekennzeich-
net. Zwischen diesen beiden Linien liegt der Bereich der Mehrdeutigkeit. Die durchgezogene Linie in diesem Bild ist
die Anpassung an eine affine Verzerrung der semikubischen Parabel. Die Katastrophentheorie [4] rechtfertigt diese
Anpassung in der Nihe des kritischen Punktes.
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W. RoTT

Zur numerischen Behandlung der Randbedingungen
von ein- und zweidimensionalen instationiren Stromungen

Bei ein- oder mehrdimensionalen instationiren kompressiblen Stromungsproblemen, die mit expliziten Lax-Wen-
droff- oder Mac-Cormack-Verfahren berechnet werden sollen, mufl man zumeist mehr numerische Randwerte vor-
schreiben als durch das sachgemiB gestellte zu 16sende Anfangs-Randwertproblem vorgegeben sind. Dadurch kén-
nen in der Nihe der Réander numerische Oszillationen entstehen, die auch zu einer Instabilitit der Rechnung fiihren
konnen. Daher muB an den Réndern anders gerechnet werden als im Strémungsfeld selbst, wozu die Grundgleichun-
gen auf die charakteristischen Richtungen transformiert werden miissen. Beim einfachsten, expliziten Differenzen-
verfahren im Rechtecknetz werden die Zeitableitungen nun durch Vorwirtsdifferenzen und die Ortsableitungen
durch Vorwirts- oder Riickwiirtsdifferenzen, je nachdem, ob die reellen Eigenwerte positiv oder negativ sind,
ersetzt, ein Verfahren erster Ordnung Genauigkeit, das auf CouraNT, TsAacsoN und REES [1] zuriickgeht. Zusammen
mit den aktuellen Vorschriften am Rand wird ein Tterationsverfahren notwendig, aus dem sich die fehlenden Werte
des Losungsvektors des Lax-Wendroff-Verfahrens am Rand eindeutig bestimmen lassen.
Im eindimensionalen Fall sind die Randbedingungen in der Form

F(p,o,e,u,t) =0, p =ple,p) (1), (2)

mit p als Druck, o als Dichte, e als spez. innerer KEnergie, u als Stromungsgeschwindigkeit und ¢ als Problemzeit
sachgemill gestellt, worin F eine Vektorfunktion mit » Komponenten ist, entsprechend der Anzahl der von auBen
in das Stromungsgebiet eintretenden Charakteristiken [2], [3]. Dabei ist bei k£ Grundgleichungen 0 < r < k: im
eindimensionalen kompressiblen Fall ist & — 3. Gleichung (2) ist die thermodynamische Zustandsgleichung. Mit
(1), (2) und den & — r aus dem Strémungsgebiet kommenden Charakteristiken, entlang denen das erwiihnte einfache
Differenzenverfahren nach CoURANT-IsAACSON-REES verwendet werden kann, ist die numerische Lésung in den
Gitterpunkten am Rand und damit die gesamte numerische Lésung eindeutig bestimmt.

Bei einer raumlichen Dimension ergeben sich jetzt vier mogliche Randbedingungen: 1. r = 0: Uberschall-Aus-
stromen (Der Stromungszustand am Rand ist vollstindig durch die Strémung im ITnnern bestimmt — Randdifferen-
zenformeln.); 2. r = 1: Unterschall-Ausstromen; 3. r = 2: Unterschall-Einstrémen und 4. r — 3: Uberschall-Ein-
stromen (Alle Werte am Rand sind von auBen vorgegeben.).

Als Beispiel wird das Unterschall-Einstrémen fiir die Randbedingung behandelt, daB sich stromauf ein grofles
Rohr oder Kessel mit dem Querschnitt F >> [ (f Rohrquerschnitt) befindet (Bild 1). Dazwischen ist ein Stromungs-
begrenzer mit dem Querschnitt «f (x < 1) angeordnet, so daB ein Carnotscher StoBverlust entsteht. Liegt kein
Blockieren der Strémung im engsten Querschnitt 1 vor, so ist die Stromung bei ausreichender Unterkiihlung im
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2 3 Bild 1. Zum Unterschall-Einstromen mit Carnotschem StoBverlust

Kessel auch im Querschnitt 2 unterkiihlt, und es gelten von Stelle 0 bis Stelle 2 die quasistationidre inkompressible
Stromungsgleichung .

1 1
D = Py — Eu“‘g (l v ) (3)

o = 2x>
und die diskretisierte Vertridglichkeitsbedingung entlang (dx/dt) = » — ¢ (Bild 1):
—DPs + (0C)g,n uy = Ky . (4)

Hierin ist ¢ die ortliche Schallgeschwindigkeit, #» die Anzahl der Zeitschritte bis { und K, eine Abkiirzung, die nur
Werte in den Gitterpunkten 2 und 3 zur Zeit { enthélt. Gesucht sind die Werte p,, g,, ¢, und u, am Rand 2 zur Zeit
t 4+ At. Der Druck p, und die Einstromgeschwindigkeit #, kénnen sofort aus (3) und (4) bestimmt werden. Der
thermodynamische Zustand in 2 wird aus folgender einfacher Iteration ermittelt (h, Ruheenthalpie im Kessel):

1. spez. Volumen », schiitzen;

2. g AUS €g = fiy — Po¥y — UZ/2; (5)

3. Abfrage, ob p, — p(ey, v,) = 0; (2)
— wenn ,,nein‘‘, geh zuriick nach 1.

Bei blockierter Stromung gilt immer noch Unterschall-Einstromen. Die zwei duBleren Randbedingungen sind hier
die zeitlich konstant bleibende Einstréomrate und die Energiegleichung (5), wobei sich ein d#hnliches einfaches Itera-
tionsverfahren am Rand ergibt.

Mit dem beschriebenen Verfahren wurde die instationéire Stromung in einer gebrochen angenommenen Volu-
menausgleichsleitung eines Druckwasserreaktors mit einer Strémungseinschniirung am Rand untersucht. Dabei
traten weder am rechten noch am linken Rand numerische Druckoszillationen auf.,

Bei einem zweidimensionalen Stromungsbereich lassen sich die Ein- und Ausstrémvorginge analog zum ein-
dimensionalen Fall numerisch behandeln, wenn man eine Koordinate des Rechennetzes parallel zum Rand wihlt und
das Sauersche Nebencharakteristikenverfahren [4] zugrundelegt. Liegt der Rand z. B. parallel zur y-Achse, so kann
beim Unterschall-Ausstromen in einen Raum mit dem Druck p, der neue Ausstrémzustand in den Randpunkten
mit Hilfe der Vertriglichkeitsbedingungen entlang zweier Nebencharakteristiken in zur y-Achse parallelen charak-
teristischen Flichenelementen ermittelt werden. Dabei kann man drei Differenzengleichungen aufstellen, da entlang
der Teilchenbahn zwei Vertraglichkeitshedingungen gelten. Die fiinf Unbekannten p, g, ¢ und die Geschwindigkeits-
komponenten » und » am Rand sind nun durch die drei diskretisierten Vertriglichkeitsbedingungen, die Bedingung
P = pg und die Zustandsgleichung (2) eindeutig bestimmt. Ein analoges Verfahren gilt fiir Unterschall-Einstrémen.
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